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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è òåîðèè áèôóðêàöèé äëÿ
óðàâíåíèé Êàðìàíà: ïîä ïðÿìîé çàäà÷åé òåîðèè áèôóðêàöèé ïîíè-
ìàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííîé êàðòèíû, ïîä îáðàòíîé �
çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ïðåäáèôóðêàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. çàäà÷à
ïðåäñêàçàíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû ðåøå-
íèÿ êàê ïðÿìîé, òàê è îáðàòíîé çàäà÷è; ïðè÷¼ì àëãîðèòì ðåøåíèÿ
îáðàòíîé çàäà÷è ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðÿ-
ìîé. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïîä-
âåðãíóòîé äåéñòâèþ âíåøíåãî äàâëåíèÿ, è öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè
ïðè äåéñòâèè îñåâîãî ñæàòèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è òåîðèè áèôóðêàöèé,
óðàâíåíèÿ Êàðìàíà, èòåðàöèîííûé îáîáù¼ííûé ìåòîä Êàíòîðîâè÷à,
öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà

Prediction of buckling for cylindrical shell: the direct and
inverse bifurcation problems of the von Karman equations

The paper deals with the direct and inverse bifurcation problems for the
von Karman equations; the direct bifurcation problem implies that a bifur-
cation (branching) structure of the equations is constructed, while the in-
verse bifurcation problem is the problem to identify pre-bifurcation states
that is to predict buckling. The paper considers the algorithms to solve
both direct and inverse problems; the algorithm for the inverse problem
employs the one used to solve the direct problem. The results for cylindri-
cal shell subject to external pressure and that one under axial compression
are discussed.

Keywords: the direct and inverse bifurcation problems, for the von Kar-
man equations, the iterative generalized Kantorovich method, cylindrical
shell

Ìîäåëè ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿ-
ìè òèïà Êàðìàíà, íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â àýðîêîñìè÷åñêîé òåõíèêå,
áèî- è íàíîòåõíîëîãèÿõ, êîðàáëåñòðîåíèè, íåôòåãàçîâîé ïðîìûøëåííîñòè.
Ñîâðåìåííàÿ ïàðàäèãìà ñîçäàíèÿ ñèñòåì, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ñâîéñòâîì
ðîáàñòíîñòè, òðåáóåò ó÷¼òà âîçìîæíîñòè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (áåç
óòðàòû å¼ ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ) â óñëîâèÿõ íåïðåäâèäåííûõ âîçäåé-
ñòâèé, ÷òî îáóñëàâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé è
àíàëèçà ñâÿçàííîãî ñ íèìè ÿâëåíèÿ áèôóðêàöèè [4, 8, 9]. Äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ïðåäñêàçàíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè � çàäà-
÷è èäåíòèôèêàöèè ïðåäáèôóðêàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ � êàê îáðàòíîé çàäà÷è
òåîðèè áèôóðêàöèé äëÿ óðàâíåíèé Êàðìàíà [4] ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
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õàðàêòåðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé, ïðåäøåñòâóþùèõ âîçìîæíûì
áèôóðêàöèÿì ñèñòåìû, (òàêîé òèï ïðåäâåñòíèêîâ áèôóðêàöèè îòíîñèòñÿ
ê êëàññó òîïîëîãè÷åñêèõ). Äëÿ îòûñêàíèÿ óêàçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ïðèìåíÿëàñü ýêñòðàêöèÿ çíàíèé èç èíôîðìàöèè î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ðå-
øåíèé, ôèêñèðóþùèõñÿ íà ïîñòáèôóðêàöèîííûõ (çàêðèòè÷åñêèõ) âåòâÿõ.
Äàííûé ïîäõîä îáóñëàâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ðåøåíèé (â ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà íàãðóçêè) äëÿ âñåõ ïîñòáèðêàöè-
îííûõ âåòâåé ðåøåíèÿ � ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííîé êàðòèíû; óêàçàííàÿ
çàäà÷à ôîðìàëèçóåòñÿ êàê ïðÿìàÿ çàäà÷à òåîðèè áèôóðêàöèé [2-4,6-9]. Àíà-
ëèç îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì,
îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè òèïà Êàðìàíà,
òàêèõ êàê íàëè÷èå ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷,
êîòîðûì ñâîéñòâåííà ñóùåñòâåííàÿ èçìåíÿåìîñòü â îáîèõ êîîðäèíàòíûõ
íàïðàâëåíèÿõ, âìåñòå ñ âîçìîæíîñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñòáèôóðêàöèîí-
íûõ âåòâåé âòîðè÷íîãî, òðåòè÷íîãî è äàëüíåéøåãî ïðåäïîëàãàåò ñîçäàíèå
ìåòîäà àíàëèçà íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîç-
âîëÿþùåãî ïðåîäîëåâàòü óêàçàííûå òðóäíîñòè. Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ èòåðà-
öèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷, àíàëîãè÷-
íûé îáîáù¼ííîìó ìåòîäó Êàíòîðîâè÷à ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Â ðàì-
êàõ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèå íà èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå ñóììû ïðîèçâåäåíèé ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñâåñòè ðåøåíèå íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâî-
ëèëî èñïîëüçîâàòü àïïàðàò àíàëèçà è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé óêàçàííîãî êëàñ-
ñà: ìåòîä ñâåäåíèÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å Êîøè, ìåòîä ïðî-
äîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è äð. Ïðèìåíåíèå óêàçàííîãî ïîäõîäà ïðèâîäèò ê
âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåäóðàì, êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â êîòîðûõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðàçìåðíîñòüþ ðåøàåìîé çàäà÷è (à íå ðàçìåðíîñòüþ äèñêðåòèçàöèè) è
ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñâåäåíèÿ ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å Êîøè. Ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà è ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ áûë
ïðîâåäåíî øèðîêîìàñøòàáíîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå îáùèõ ñâîéñòâ íåëè-
íåéíûõ ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè Êàðìàíà, è êà÷åñòâåííîé êàð-
òèíû èõ âåòâëåíèÿ. Çäåñü áûëî óñòàíîâëåíî, âî-ïåðâûõ, ÷òî çàâèñèìîñòè
âèäà �áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû ïðàâîé ÷àñòè â ôóíêöèè îò ïà-
ðàìåòðà çàäà÷è� (ñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííîãî ìíîæåñòâà) íîñÿò ñóùåñòâåííî
íåìîíîòîííûé õàðàêòåð. Âî-âòîðûõ, ðåàëèçóþùèéñÿ òèï ïîñòáèôóðêàöè-
îííîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, åãî èçìåíÿåìîñòüþ âäîëü
ãëàâíûõ êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé, à íå âèäîì ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè.
Â-òðåòüèõ, äëÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé óêàçàííîãî êëàñ-
ñà õàðàêòåðíî ñóùåñòâîâàíèå âåòâåé ïåðâè÷íîãî, âòîðè÷íîãî è òðåòè÷íî-
ãî âåòâëåíèÿ; îñîáûå òî÷êè ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ îäíî- è äâóêðàòíûì
âûðîæäåíèåì. Â-÷åòâ¼ðòûõ, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñðåäè ìíîæåñòâà ñòðóêòóð
ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèì ðàçëè÷íûì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ çà-
äà÷è, ìîæíî âûäåëèòü áàçîâóþ áèôóðêàöèîííóþ ñòðóêòóðó. Ïðè îñòàëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå áàçîâîé áèôóðêàöèîí-
íîé ñòðóêòóðû ñ îáðàçîâàíèåì ïðåäåëüíûõ êðèâûõ è èçîëèðîâàííûõ âåòâåé
ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì âîçíèêàþùèå ïðåäåëüíûå êðèâûå êàê áû �ïðèòÿãèâàþò-
ñÿ� ê îäíîé èç ïîñòáèôóðêàöèîííûõ âåòâåé áàçîâîãî ñëó÷àÿ. Ïðîâåäåííûé
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àíàëèç ïîçâîëèë äàòü òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå âûøåóêàçàííîé íåìîíî-
òîííîñòè êðèâûõ-ñå÷åíèé áèôóðêàöèîííîãî ìíîæåñòâà, ñâÿçàâ ìèíèìóìû
è ìàêñèìóìû äàííûõ çàâèñèìîñòåé ñ ðàçëè÷íûìè ïîñòáèôóðêàöèîííûìè
âåòâÿìè áàçîâîé áèôóðêàöèîííîé ñòðóêòóðû. Äëÿ ñëó÷àÿ çàìêíóòîé öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (öè-
ëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ïðè äåéñòâèè âíåøíåãî äàâëåíèÿ) áàçîâîé ÿâëÿåòñÿ
áèôóðêàöèîííàÿ êàðòèíà, îòâå÷àþùàÿ êîíñòàíòíîé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè:
ðåøåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ äîáèôóðêàöèîííîé âåòâüþ è âåòâÿìè ïåðâè÷íîãî
è âòîðè÷íîãî âåòâëåíèÿ. Âåòâÿì ïåðâè÷íîãî âåòâëåíèÿ îòâå÷àþò ðåøåíèÿ,
ðåãóëÿðíûå â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, âåòâÿì âòîðè÷íîãî âåòâëåíèÿ � ðåøå-
íèÿ, ëîêàëèçîâàííûå â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè. Îñîáûå òî÷êè çäåñü õàðàê-
òåðèçóþòñÿ îäíîêðàòíîé âûðîæäåííîñòüþ [1,5,8]. Äëÿ ñëó÷àÿ çàìêíóòîé
öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
(öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ïðè äåéñòâèè îñåâîãî ñæàòèÿ) áàçîâîé ÿâëÿåò-
ñÿ áèôóðêàöèîííàÿ êàðòèíà, îòâå÷àþùàÿ êîíñòàíòíîé ôóíêöèè ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé è íóëåâîé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè. Ñòðóêòóðà âåòâëåíèÿ íåëèíåéíîé
êðàåâîé çàäà÷è â äàííîì ñëó÷àå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè òèïàìè âåò-
âåé: äîáèôóðêàöèîííàÿ âåòâü; âåòâè ïåðâè÷íîãî âåòâëåíèÿ (ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíû â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ); âåòâè âòîðè÷íîãî âåòâ-
ëåíèÿ (êîòîðûì îòâå÷àþò ðåøåíèÿ, ðåãóëÿðíûå â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè è
ëîêàëèçîâàííûå â ïðîäîëüíîì); âåòâè òðåòè÷íîãî âåòâëåíèÿ (êîòîðûì îò-
âå÷àþò ðåøåíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ). Çäåñü âîçìîæíî
ñóùåñòâîâàíèå îñîáûõ òî÷åê, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ êàê îäíîêðàòíîé, òàê è
äâóêðàòíîé âûðîæäåííîñòüþ [8].
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